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Indledende noter
De systemer vi analyserer, er kontinuerte. (kontinuert 𝑛 = ∞)

Vi får en bevægelsesligning er der er givet på formen

𝑀�̈�(𝑡) + 𝐶�̇�(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑡) (1.1)

Med 𝑀, 𝐶, 𝐾 ∈ ℝ× og 𝑥(𝑡), �̇�(𝑡), �̈�(𝑡), 𝐹(𝑡) ∈ ℝ

Diskerteringen af sådan et system kan realiseres ved brug at simple mekaniske komponenter og/eller via. Konventionelle numeriske metoder. (mest anvendte indenfor vibration er 
elementmetoden)

Ved brug af de simple mekaniske komponenter fås masse-fjeder-dæmper systemer. Illusteret:

Hvorledes etableres 𝐾, 𝑀, 𝐹 ud fra det underliggende kontinuem?

D'Lamberts princip (Se note)2.
Definition 2.1: D'Lamberts princip foreskriver at system (1.1) omskrives til

0 = 𝐹(𝑡) − 𝑀�̈�(𝑡) − 𝐶�̇�(𝑡) − 𝐾𝑥(𝑡)

Hvormed systemet behandles statisk (til hvert t) med 𝑀�̈�(𝑡) værende en ekstern (virtuel) lastvektor (vi tillader altså at betragte ledet som en ekstern last, hvilket jo ikke er helt 
rigtigt, derfor virtuel). Så vi har altså en masse krafter som summet giver 0, altså et statisk system.

Eksempel 2.1:

Definition 2.2: Fleksibilitetskoefficienten 𝛿 angiver "flytningen"/"drejningen"  i DOF 𝑖 foranledigt at en enhedslast virkende i DOF 𝑗
𝑖 = frihedsgrad hvilken flytning/drejning det drejer sig om
𝑗 = frihedsgrad der lasten virker

Eksempel slut

NOTE: ANVENDELSE AF d'alamberts princip
Når man bruger DAB skal man opstille ligningen:

𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑡) − 𝑀�̈�(𝑡) − 𝐶�̇�(𝑡) − 𝐾𝑥(𝑡)

Og regner positivt NEDAD!
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Observation 2.1: Jævnfør Maxwell-Bettis sætning har vi at

𝛿 = 𝛿

Lad os sige vi kigger på en bjælkes flytning i enden med kraften i midten - Det er det samme som at kigge på flytningen i midten med kraften i enden.

3. Statisk bjælketeori (Euler-Bernoulli)
Antagelse 3.1: Bjælkens tværsnit forbliver plane og ortognalt på bjælkeaksen (neutralaksen). Ilusrret:

Vi betragter vores kontinuerte flytningsfelter (hvor 𝜑௬ er flytningen horizontalt, og 𝜑௭ er den axielle flytning)

𝜑(𝑧) = 
𝜑௭(𝑧)
𝜑௬(𝑧)

൨ ∈ ℝ

Vi snitter i bjælken og ser på hvilke mekaniske størrelser der virker:

For en Euler-Benoullie-Bjælke har vi to konstitutive relationer (de relationer der knytter min mekaniske størrelser (krafter) til mine kinemtatiske størrelser (flytning)

𝑁(𝑧) = 𝐸𝐴
𝑑𝜑௭(𝑧)

𝑑𝑧

(3.1a)

Og

𝑀(𝑧) = 𝐸𝐼
𝑑ଶ𝜑௬(𝑧)

𝑑𝑧ଶ

(3.1a)

Vi bemærker at ௗఝ(௭)

ௗ௭
er lig akstial tøjning (axial strain) og 

ௗమఝ(௭)

ௗ௭మ er lig krumningen (curvature) Hvis vi kigger på et lille udsnit af vores bjælke:

Ved opskrivelse af ligevægt i 𝑧-retningen opnåes:

𝑑𝑁(𝑧)

𝑑𝑧
= −𝑝௭(𝑧)

(3.2)

Vi indsætter 3.1a i 3.2 hvoeved vi får stangens differentialligninen

𝐸𝐴
𝑑ଶ𝜑௭(𝑧)

𝑑𝑧ଶ
= −𝑝௭(𝑧)

(3.3) Axiel flytning

Ved sum i 𝑦-retningen opnåes

𝑑𝑉(𝑧)

𝑑𝑧
= −𝑝௬(𝑧)

(3.4)

Moment ligevægt omkring 𝑄 yder  (under antagelse om at Δ𝑧 er småt, så Δ𝑧ଶ ≈ 0)

𝑑𝑀(𝑧)

𝑑𝑧
= 𝑉(𝑧)

(3.5)

De to er begge blot mekaniske relationer. Vi indsætter (3.5) i (3.4) og får

𝑑ଶ𝑀(𝑧)

𝑑𝑧ଶ
= 𝑝௬(𝑧)

(3.6)

Indsættelse af (3.1b) i (3.6) giver

𝐸𝐼
𝑑ସ𝜑௬(𝑧)

𝑑𝑧ସ = 𝑝௬(𝑧)
(3.7) Tranversflytning

Vi observerer at de to (3.7) og (3.3) (bjælkens differentiallgininger)  ikke er koblede.

Eksempel 3.1 (addressering af (3.3))



Eksempel 3.3 (sammenfattende eksempel)

NOTE OM KONSTANT LAST!

FOR EN UNDERKRITISK DÆMPET SITUATION, DER ER MED EN KONSTANT EKSTERN LAST GÆLDER  DET 
AT

𝑥௦௦ =
𝐹

𝑘

På matrice form altså

𝑥௦௦ = 𝐾ିଵ𝐹


