
Indholdsfortegnelse
Kort repetition1.

Aksialsvingning af strængeer & bjælker2.
Etablere bevægelsesligning for tvungen udæmpet svingning-
Løsning til udæmpet egensvingning (Et specialtilfælde af det ovenstående)-
Eksempel-
Kig på implementering af dæmpning og eksterne laster.-

Gennemgang af eksamensopgave 3 sæt 1.3.

Repition1.
Vi betragter en statisk Euler-Bernoulli bjælke.

Tværsnit forbliver plane-
Tværsnit forbliver ortogonale på bjælkeaksen (N.A)-

Vi har flytningsfælterne som vi samler i vektoren 𝜑

𝜑(𝑧) = ൤
𝜑௭(𝑧)
𝜑௬(𝑧)

൨ ∈ ℝଶ

𝜑௭ = 𝑓𝑙𝑦𝑡𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑖 𝑧, 𝜑௬ = 𝑓𝑙𝑦𝑡𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑖 𝑦

Vi har de konstitutive relationer (Konstitutive relationer er relationer der relaterer mekaniske og kinematiske relationer)

𝑁(𝑧) = 𝐸𝐴
𝑑φ௭(𝑧)

𝑑𝑧

(1.1a)

𝑀(𝑧) = 𝐸𝐼
𝑑ଶφ௬(𝑧)

𝑑𝑧ଶ

(1.1b)

Hvormed vi kan opstille

𝐸𝐴
𝑑ଶ𝜑௭(𝑧)

𝑑𝑧ଶ
= −𝑝௭(𝑧)

(1.2a) Axiel flytning

𝐸𝐼
𝑑ସ𝜑௬(𝑧)

𝑑𝑧ସ
= 𝑝௬(𝑧)

(1.2b) Tranversflytning

AksialsviningÊafÊstængerÊogÊbjælker2.
Målet er at inkludere dynamiske effekter i (1.2a) (altså det bliver tidsafængigt)

Vi har for vores bjælke

Vi lader massedensiteten være betegnet som 𝜌 ∈ ℝவ଴ (da den er antaget som skalar, antages den konstant henover bjælken.) 

Newtons anden lov giver os (husk at masse er densitet X volumen)

𝜌𝐴Δ𝑧
𝜕ଶ𝜑௭(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ଶ
= −𝑁(𝑧, 𝑡) + 𝑁(𝑧, 𝑡) +

𝜕𝑁(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
Δ𝑧 + 𝑝௭(𝑧, 𝑡)Δ𝑧

Normal kraften går ud, og der divideres med Δ𝑧

𝜌𝐴
𝜕ଶ𝜑௭(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ଶ
=

𝜕𝑁(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
+ 𝑝௭(𝑧, 𝑡)

Indsættelse af (1.1a) yder

𝜌𝐴
𝜕ଶ𝜑௭(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ଶ
= 𝐸𝐴

𝑑φ௭
ଶ(𝑧. 𝑡)

𝑑𝑧ଶ
+ 𝑝௭(𝑧, 𝑡)

(2.1)

Uendeligt mange frihedsgrader, men vi har en skalarligning (vi har en partiel differentialligning). Det er en 2 ordens inhomogen partiel differentiallligning faktisk.

For egensvingning skal det gælde at 𝑝௭(𝑧, 𝑡) = 0

Så har vi en homogen differentialligning i stedet. Under denne betingelse bliver (2.1) til  (og ved division af 𝐴 𝑜𝑔 𝜌)

𝐸

𝜌

𝑑φ௭
ଶ(𝑧. 𝑡)

𝑑𝑧ଶ
=

𝜕ଶ𝜑௭(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ଶ
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Der introduceres nu at 𝜼 = ට
𝑬

𝝆
enhed: ቂ௠

௦
ቃfåes

𝜂ଶ
𝑑φ௭

ଶ(𝑧. 𝑡)

𝑑𝑧ଶ =
𝜕ଶ𝜑௭(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ଶ

(2.2) Bevægelsesligning for 
udæmpet axial svigning

Der henvises til 𝜂 som værende bølgeudbredelseshastigheden.  Den viser egentlig hvor lang tid det tager for "bølgen" at bredde sig op igennem søljen hvis man f.eks. Sætter noget bevægelse i 
gang i den anden side, går der noget tid før at det begynder i den anden ende.

Vi løser 2.2 med separation af variable. Det introduceres at 

𝜑௭(𝑧, 𝑡) = 𝜙(𝑧)𝑞(𝑡) (2.3)

Det ligner vores modaldekobling (som overhovedet ikke er tilfældigt!!!!!)

Med introduktion af (2.3) kan (2.2) skrives

𝜂ଶ𝜙ᇱᇱ(𝑧)𝑞(𝑡) = 𝜙(𝑧)𝑞̈(𝑡)

Der sepereres variable

𝜂ଶ𝜙′′(𝑧)

𝜙(𝑧)
=

𝑞̈(𝑡)

𝑞(𝑡)

(2.4)

Siden 2.4 skal holde for alle 𝑧 og 𝑡 skal det være lig en konstant. Der kan skrives

𝜂ଶ𝜙′′(𝑧)

𝜙(𝑧)
=

𝑞̈(𝑡)

𝑞(𝑡)
= −𝜔ଶ

(2.5)

Hvor 𝜔 ∈ ℝ ≥ 0
(2.5) Giver to ordinære differentialligninger)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜂ଶ𝜙′′(𝑧)

𝜙(𝑧)
= −𝜔ଶ, (2.6𝑎)

𝑞̈(𝑡)

𝑞(𝑡)
= −𝜔ଶ, (2.6𝑏)

Til 2.6a får vi

𝜙ᇱᇱ(𝑧) +
𝜔ଶ

𝜂ଶ
𝜙(𝑧) = 0

(2.7)

Løsningen her til er 

𝜙(𝑧) = 𝐴 cos ቆ
𝜔

𝜂
𝑧ቇ + 𝐵𝑠𝑖𝑛 ቆ

𝜔

𝜂
𝑧ቇ

(2.8)

Til 2.6b får vi

𝑞̈(𝑡) + 𝜔ଶ𝑞(𝑡) = 0 (2.9)

Med løsning hertil

𝑞(𝑡) = 𝐶 cos(𝜔𝑡) + 𝐷 sin(𝜔𝑡) (2.10)

2.7 er vores randværdi problem, 2.9 er et begyndelsebetningelsesproblem. Dvs. coefficienterne A og B findes vha. randbetingelser, og C og D skal bestemmes med begyndelsesbetingelser.

Vores problem er rumligt kontiunert, hvorfor 𝑛 = ∞. Hermed har vi uendeligtmange egensvingningskonfigurationer, og vi kan herfor skrive

𝜙௝(𝑧) = 𝐴௝ cos ቆ
𝜔௝

𝜂
𝑧ቇ + 𝐵௝𝑠𝑖𝑛 ቆ

𝜔௝

𝜂
𝑧ቇ , 𝑗 = 1,2,3 …

(2.11a) Egensvingningsformer

Det samme er gældende for 𝑞

𝑞௝(𝑡) = 𝐶௝ cos൫𝜔௝𝑡൯+ 𝐷௝ sin(𝜔௝𝑡) , 𝑗 = 1,2,3 … (2.11b)

SÅ i det her tilfælde!! Med fri svingning, er 𝜔 vores egensvingningsfrekvens. Vi har uendeligt mange egensvingingsformer

Vores totale løsning (jævnfør (2.3)) bliver således

𝜑௭(𝑧, 𝑡) = ෍ 𝜙௝𝑞௝

ஶ

௝ୀଵ

(2.12)

Her er 𝜙௝ IKKE en egenvektor, men en egenfunktion!

SætningÊ2.1:Ê Egensvingningsformerne, 𝜙௝(𝑧) er ortogonale. 

BemærkningÊ2.1: Det indre produkt af 𝜙௝(𝑧) og 𝜙௞(𝑧) er gived ved:

න 𝜙௝(𝑧)𝜙௛(𝑧)𝑑𝑧
௅

଴

EksempelÊ2.1

Givet:






