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Transversalsvingning af EB-Bjælker1.
Vi betragter en plan EB-bjælke (2D)

Vi ønsker at at beskrive 𝜑௬(𝑧, 𝑡) (sidste lektion beksrev vi 𝜑௭(𝑧, 𝑡))
Der laves et meget lille udsnit af bjælken.

Newtons 2nd lov i 𝑦 yder:

𝜌𝐴Δ𝑧
𝜕ଶ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡ଶ
= 𝑉(𝑧, 𝑡) − (𝑉(𝑧, 𝑡) +

𝜕𝑉(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
Δ𝑧) + 𝑝௬(𝑧, 𝑡)Δ𝑧

Hvorved

𝜌𝐴
𝜕ଶ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡ଶ
= −

𝜕𝑉(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
+ 𝑝௬(𝑧, 𝑡)

(1.1)

Vi har den mekansike relation

𝜕𝑀(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
= 𝑉(𝑧, 𝑡)

(1.2)

Samt den kinematiske relation

𝑀(𝑧, 𝑡) = 𝐸𝐼
𝜕ଶ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ଶ

(1.3)

Hvor 
డమఝ(௭,௧)

డ௭మ
betegner krumningen.

Ved indsættelse af (1.2) og (1.3) kan vi skrive (1.1)

𝜌𝐴
𝜕ଶ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡ଶ
= −𝐸𝐼

𝜕ସ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ସ
+ 𝑝௬(𝑧, 𝑡)

(1.4) Bevægelsesligning for tvungning udæmpet svining 
af EB-bjælker. Transversal.

Egensvigning og løsning
Ved egensvigning kan vi reducere til (da 𝑝௬ = 0)

𝜌𝐴
𝜕ଶ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡ଶ
= −𝐸𝐼

𝜕ସ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ସ
(1.5)

Vi lad 𝜂 = ට
ாூ

ఘ
og vi får

−𝜂ଶ
𝜕ସ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧ସ
=
𝜕ଶ𝜑௬(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡ଶ

(1.6)

Vi løser (1.6) via separation af variable. Vi introducerer

𝜑௬(𝑧, 𝑡) = 𝜙(𝑧)𝑞(𝑡) =𝜙(𝑧)𝑞(𝑡)

ஶ

ୀଵ

(1.7)

Ved indsættelse af (1.7) i (1.6) hvorved

−𝜂ଶ𝜙௩(𝑧)𝑞(𝑡) = 𝜙(𝑧)�̈�(𝑡)

Ved omrukering

−
𝜂ଶ

𝜙(𝑧)
𝜙௩(𝑧) =

𝑞(𝑡)̈

𝑞(𝑡)

(1.8)
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Da 1.8 skal holde for alle 𝑡 og alle 𝑧 så skal de to udtryk altså være lig en konstant. Vi får da to udtryk.

−
𝜂ଶ

𝜙(𝑧)
𝜙௩(𝑧) = −𝜔ଶ

(1.9a)

𝑞(𝑡)̈

𝑞(𝑡)
= −𝜔ଶ

(1.9b)

For (1.9b) kan vi skrive

�̈�(𝑡) + 𝜔ଶ𝑞(𝑡) = 0 (1.10)

Som har løsningen
𝑞(𝑡) = 𝐺 cos(𝜔𝑡) + 𝐻 sin(𝜔𝑡)

Da vi har uendeligt mange egensvigninger, og dermed egenfrekvenser får vi altså

𝑞(𝑡) =𝑞(𝑡)

ஶ

ୀଵ

=𝐺 cos൫𝜔𝑡൯+ 𝐻 sin(𝜔𝑡)

ஶ

ୀଵ

(1.11)

Hvor 𝜔 er den j'te egenfrekvens. 

Vi retunerer til 1.9a. Hvorved vi kan skrive

𝜙௩(𝑧) −
𝜔ଶ

𝜂ଶ
𝜙(𝑧) = 0

(1.12)

Vi ved at den principielle løsning til (1.12) er givet ved

𝜙(𝑧) = 𝑎𝑒ఒ௭ (1.13)

Ved indsættelse af (1.13) i (1.12) yder

𝜆ସ𝑎𝑒ఒ௭ −
𝜔ଶ

𝜂ଶ
𝑎𝑒ఒ௭ = ቆ𝜆ସ −

𝜔ଶ

𝜂ଶ
ቇ𝑎𝑒ఒ௭ = 0

Dette medfører at 

𝜆ସ −
𝜔ଶ

𝜂ଶ
= 0

Lad 𝜀 = ට
ఠ

ఎ
, således

𝜆ସ − 𝜀ସ = 0 ⇒ 𝜆 =

⎩
⎨

⎧ 𝑖𝜀
−𝑖𝜀
𝜀
−𝜀

Hermed fås
𝜙(𝑧) = 𝑎ଵ𝑒

ఌ௭ + 𝑎ଶ𝑒
ିఌ௭ + 𝑎ଷ𝑒

ఌ௭ + 𝑎ସ𝑒
ିఌ௭

Vi har at 
𝑎ଵ𝑒

ఌ௭ + 𝑎ଶ𝑒
ିఌ௭ = 𝐴 cos(𝜀𝑧) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜀𝑧)

Med
𝐴 = 𝑎ଵ + 𝑎ଶ, 𝐵 = (𝑎ଵ − 𝑎ଶ)𝑖

Vi husker desuden at, 

cosh(𝜀𝑧) =
1

2
(𝑒ఌ௭ + 𝑒ିఌ௭)

Og

sinh(𝜀𝑧) =
1

2
(𝑒ఌ௭ − 𝑒ିఌ௭)

Et plot af disse ser således ud:

Hvormed

𝑎ଷ𝑒
ఌ௭ = 𝑎ଷ(cosh(𝜀𝑧) + sinh(𝜀𝑧))

Og
𝑎ସ𝑒

ିఌ௭ = 𝑎ସ(cosh(𝜀𝑧) − sinh(𝜀𝑧))

Der kan omskrives til

𝜙(𝑧) = 𝐴 cos(𝜀𝑧) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜀𝑧) + 𝐶 cosh(𝜀𝑧) +𝐷 sinh(𝜀𝑧)

Hvor 𝐶 = 𝑎ଷ + 𝑎ସ og 𝐷 = 𝑎ଷ − 𝑎ସ

Vi observerer at egensvingning for tranvervsal svining, ikke kun er harmonisk. Det er en superposition af harmoniske funktioner og hyperboliske funktioner

Vi har altså slutteligt



𝜙௬ =𝜙(𝑡)

ஶ

ୀଵ

=𝐴 cos൫𝜀𝑧൯+ 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜀𝑧) + 𝐶 cosh൫𝜀𝑧൯+𝐷 sinh(𝜀𝑧)

ஶ

ୀଵ

(1.15)

Et eksempel!

Til eksamen vil man bare kunne INDSÆTTE sine randbetingelser i den her, og se om det tjekker ud.


