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Indedende noter
FraÊlektionÊ3,ÊsystemÊmedÊdæmpning:

NewtonsÊandenÊlovÊforÊsystemet

𝑚𝑥̈ + 𝑐𝑥̇ + 𝑘𝑥 = 0
LøsningenÊtilÊdenneÊafhængerÊafÊdæmpningsforholdet

𝜁 =
𝑐

𝐶௖௥
=

𝑐

2𝑚𝜔௡

ForÊ0 < 𝜁 < 1 (underkritisksÊdæmpning)ÊharÊviÊløsningen

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒ି఍ఠ೙௧ cos(𝜔ௗ𝑡 − 𝜃)

Med
𝜔ௗ = 𝜔௡ඥ1 − 𝜁ଶ

VoresÊsystemÊserÊsåledesÊud

HvorÊ𝑇ௗ erÊdenÊdæmpedeÊperiode.ÊViÊharÊdesudenÊforholdet

𝑇ௗ =
2𝜋

𝜔ௗ
=

1

𝑓ௗ

Introduktion	af	ekstern	kraft	til	systemet
ViÊintroducererÊnuÊenÊeksternÊlast, 𝐹(𝑡)

NewtonsÊandenÊlovÊlyderÊnu
𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝑐𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑡)

DetteÊerÊbevægelsesligningenÊforÊetÊLTIÊsystemÊderÊpåvirkesÊafÊenÊeksternÊlastÊ𝑘

LøsningenÊtilÊdenneÊligningÊlyder

𝑥(𝑡) = 𝑥௛(𝑡) + 𝑥௣(𝑡)

HvorÊ𝑥௛ erÊdenÊhomogeneÊløsning,ÊogÊ𝑥௣ erÊdenÊpartikulæreÊløsning

ViÊkanÊbestemmeÊ𝑥௣ vedÊhjælpÊafÊfølgendeÊmetoder
UbestemteÊkoefficientersÊmetode-
LaplaceÊ-/ÊFouriertransformation-
FoldningsintegraleÊ(convolution)Ê(DuhamelsÊintegrale)-
TidsintegrationÊ(numeriskÊmetode)-

GenereltÊgælderÊdet,ÊatÊ𝑥௣ ≠ 𝑥௦௦,ÊdogÊerÊdetÊmodsatteÊgældendeÊvedÊnogleÊeksempler.
(Se definition 1.2)

Defintioner
Defintion 1.1
EnÊeksternÊlastÊ𝐹(𝑡) erÊdeterminitistik,ÊhvisÊviÊkenderÊfunkionsforskriftenÊforÊdenÊforÊalleÊ𝑡

EnÊeksternÊlastÊerÊstokastisk,ÊsåfremtÊ𝐹(𝑡) ikkeÊkendesÊforÊalleÊ𝑡

Bemærkning: IÊindeværendeÊkursusÊbeskæftigerÊviÊosÊkunÊmedÊdeterministiskeÊlaster.

Definition 1.2
LadÊ𝑡 → ∞, såÊgælderÊdet,ÊatÊ

𝑥(𝑡) → 𝑥௦௦(𝑡),

HvorÊ𝑥௦௦ erÊdetÊstationæreÊrespons.Ê
ResponsetÊindenÊbetegnesÊdetÊtransiente.

Harmonisk lastede SDOF-systemer
HerÊgælderÊdet,Êat

𝐹(𝑡) = 𝐹଴ cos(Ω𝑡)

HvorÊ𝐹଴ erÊlastamplitudenÊogÊΩ erÊlastfrekvensen

Dvs.ÊΩ fortællerÊhvorÊhurtigtÊlastenÊpåvirker,ÊogÊÊ𝐹଴ fortællerÊmedÊhvilkenÊstørrelse.

ViÊfårÊaltsåÊnewtonsÊandenÊlowÊpåÊformen:
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𝑚𝑥̈(𝑡) + 𝑐𝑥̇(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 𝐹଴ cos(Ω𝑡)

ViÊved,ÊatÊ(FraÊubestemteÊkoefficientersÊmetode)

𝑥௣(𝑡) = 𝐵ଵ cos(Ω𝑡) + 𝐵ଶ sin(Ω𝑡)

DetteÊkanÊalternativtÊskrives

𝑥௣(𝑡) = 𝐵 cos(Ω𝑡 − 𝜓)

Med

𝐵 = ඥ𝐵ଵ
ଶ + 𝐵ଶ

ଶ og 𝜓 = arctan ቀ
஻మ

஻భ
ቁ

EllerÊalternativt

𝐵 =
ிబ

ඥ(௞ି௠ஐమ)మା௖మஐమ
ogÊ𝜓 = arctan(

௖ஐ

௞ି௠ஐమ )

AlternativtÊkanÊdeÊskrivesÊsomÊ

𝐵 =
ிబ

௞ඥ(ଵି௥మ)మାସ఍మ௥మ
og	𝜓 = arctan ቀ

ଶ௥఍

ଵି௥మቁ

MedÊfrekvensforholdet

𝑟 =
Ω

𝜔௡

𝜓 representererÊdenÊforsinkelseÊderÊer,ÊmellemÊviÊpåførerÊenÊkraft,ÊogÊsystemetÊbegynderÊatÊflytteÊsig.ÊErÊ
𝜓 =

గ

ଶ
såÊharÊviÊresonans,ÊogÊsåÊvedÊviÊatÊ𝑟 = 1

𝐵 represenstererÊamplitudenÊafÊdenÊstationæreÊresponsÊafÊsystemet.Ê(Måske)?

DenÊpartikulære løsningÊforÊetÊharminskÊdæmpetÊSDOFÊsystemÊbliverÊaltså

𝑥௣(𝑡) =
𝐹଴

ඥ(𝑘 − 𝑚Ωଶ)ଶ + 𝑐ଶΩଶ
cos(Ω𝑡 − arctan(

𝑐Ω

𝑘 − 𝑚Ωଶ
)

DvsÊdenÊtotaleÊløsningÊforÊetÊunderkritiskÊdæmpetÊSDOFÊsystemÊbelastetÊafÊenÊharmoniskÊlastÊer

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒ି఍ఠ೙௧ cos(𝜔ௗ𝑡 − 𝜃) +
𝐹଴

ඥ(𝑘 − 𝑚Ωଶ)ଶ + 𝑐ଶΩଶ
cos(Ω𝑡 − arctan(

𝑐Ω

𝑘 − 𝑚Ωଶ
)

ForÊdenneÊløsning,ÊgælderÊdetÊatÊforÊ𝑡 → ∞, så 𝑥(𝑡) → 𝑥௣(𝑡) (altsåÊetÊspecialÊtilfældeÊafÊdefinitionÊ1.2), 

dvs. vores løsning ser således ud:

OBS, når man løser udtrykket med initial values, skal man huske at bruge HELE udtrykket!

Forstærkningsforhold
ForstærkningsfaktorenÊerÊgivetÊved:

𝐷(𝜁, 𝑟) =
𝐵𝑘

𝐹଴
=

1

ඥ(1 − 𝑟ଶ)ଶ + 4𝜁ଶ𝑟ଶ

ForstærkningsforholdetÊerÊforholdetÊmellemÊdenÊdynamiskeÊflytningÊogÊdenÊstatiskeÊflytning

JoÊmindreÊdæmpningsforholdetÊ𝜁 er,ÊjoÊhøjereÊerÊforstærkningsfaktoren.ÊDetÊvilÊaltsåÊsige,ÊatÊdenÊ
dynammiskeÊflytningÊerÊhøjereÊiÊforholdÊtilÊdenÊstatiskeÊflytning,ÊnårÊviÊharÊlavÊdæmpning.

ForstærkningsfaktorenÊfortællerÊosÊhvorÊvæsentligeÊdeÊdynamiskeÊlasterÊer,ÊiÊforholdÊtilÊhvisÊviÊhavdeÊ
regnetÊsystemetÊstationært.

OgÊsåÊerÊr=1Ê:)


