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1. Introduktion til egensvingning af MDOF-system
Definition 1.1: Et MDOF-system er et rummeligt diskret system med n € N5, DOF.

Modelleringsteknikker/-metoder til at handtere et MDOF system
Formalet er et at diskretisere det oprindelige kontinum ved brug af n frihedsgrader. (det oprindelige kontinum betyder virkeligheden, vi gnsker at "simplificere" dette med n frihedsgrader)

Det kan ggres pa et par forskellige mader. Diskretisering kan forega via:
- Brug af simple mekaniske komponenter (f.eks. Som en fjeder, en rotationsfjeder, deempningsmekanisker og punktmasser) <- Dette er fokus i indevaerende kursus.
- Element metoden (FEM) (ger vi ikke)

Ved brug af de simple mekaniske komponenter fas nedenstaende

X, (6 X0 K TRy

Sa nu bliver vores bevagelsesligning, til et bevaegelsesligningssystem. Vores flytning er givet ved
x1(8)
x(0) = |20
xn (t)
Og bevaegelsesligningsystemet kan skrives som
Mi(t) + Cx(t) + Kx(t) =0
Hvor M er vores massematrice, C er vores deempningsmatrice og K er vores stivhedsmatrice. Disse er kvadratiske, vi har altsa
M,C, K eR™™

Eksempel 1.1: MDOF system med 2 frihedsgrader

X ) X
Her ses vores system. Vores 2 frihedsgrader er den horizontal flytning af de 2 punktmasser.

Vi fritskaerer her masserne og opstiller de tilhgrende fritlegemediagrammer. Vi tegner alle pilene i positiv retning, for at ga slavisk til vaerks. (Vi ganger med den relative flytning. Det punkt
man star i, er altid den sidste, sa f.eks. For k1 er flytningen ved vaeggen 0, og flytningen ved "m1" er x1)
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Vi bruger newtons anden lov pa hver masse
Masse 1:
myiy = ¢ (R — %1) — 1%y + ko (o — 1) — gy
Vi omskriver
my¥y = —(c1 + )% + %y — (kg + k2)xy + ko,
Yderligere (traekker alt pa samme side)
myxy + (¢q + €)%y — %y + (ky + kp)xy — kox, =0
Masse 2:
Mmaity = —cy(dky — %) — ka2 (X2 — x1)
Traekker alt over
my¥y + (X — %) + ko —x1) =0
Nu samler vi det til et samlet system med en massematrice, deempningsmatrice og stivhedsmatrice

Vi far
my 0 ][% it —Cz] [X1] ki + ks _kz] X171 _ [0
[0 mz] [552]+[ -, ol =k K [xz]_ [0]
Her har vi vores bevaegelsligningssystem for vores 2DOF system

ViharM=["(;1 0].C=[Cl+62 _CZ] 0gK=[k1+k2 _kz]
m;

—Cy cy —k, k,
Vi ser vores ligninger er koblet igennem stivheds og dempningsmatricerne (Begge frihedsgrader indgar i begge differentialligninger)
Observation 1.1:
For alle 3 matricer ser vi at de er symmetriske (altsd at M = MT,C = CT,K = KT)
2. Udempede egensvningen

Vi antager at deempningsmatricen C er lig nul. Vi har altsa ikke noget deempning i system. Det medfgrer vores bevaegelseligningssystem kommer til at se saledes ud:

ME(D+Kx@® =0 |21 |

Lgsningen til (2.1) er

‘x(t) = pael®t ‘2-2 ‘

Hvora e C, w € Ry 09 ¢p € R

Indsaettelse af (2.2) i (2.1) yder

(M(iw)? + K)¢pae'®t = 0
Omskrevet

(K — w?M)pae®t = 0
Vi ved, at e/t # 0 og vi antager a # 0, hvorved vi far

(K- w?M)p=0/(23) |

Viintroducerer at A = w? og far

(K-ADp=0 24 |
2.4 Er et generaliseret egenvaerdiproblem. Safrem M ikke er er singuleer, fglger det, at

(MK -D$=0 |25 |

(1 jurgens fag skrev vi typisk M~1K som A). Vi ser dette er et egenveerdi problem! Hvor 1 er egenvaerdi og ¢ er vores egenvektor

Vi betragter 2.4 og patvinger betingelsen, at determinanten af matricen

[K—AM| = 0/ (2.6) \

(2.6) (hvilket ggres for at undga den trivielle Igsning ¢ = 0). Desuden sikrer vi os at denne matrice er singuleer. Denne betingelse yder egenveerdierne



0<A4 <4 <A3..54,
(Den fgrste egenveerdi er den mindste egenvaerdi). Husk desuden at vi definerede A = w?
Tilhgrende de n egenvaerdier far vi egenvektorerene ¢; for j = 1,..,n (altsd at hver egenvaerdi har en egenvektor)
Viintroducerer nu 2 definitioner.

Definition 2.1: Spektralmatricen er givet ved

A 0 0 w? 0 0
A=|l0o ~ o]l=]0 =~ o0
0 0 4 0 0 o

Definition 2.2: Modalmatricen er givet ved

@ = [, b2, 3 - Pl

Modalmatricen er egentlig bare en matrice med egenvektorer som kolloner

Vi retunerer til ligning (2.2). Vi ser nu altsa

n
x(t) = paeiot = Z(pg(uemjt + agjeioit)
j=1

Hvilket kan skrives som (vha eulers formel)

(2.7)

x(t) = Z ¢jA; cos(w;jt — 6;)
=1

J

Definition 2.3:
Et system med n DOF har n egensvingningskonfigurationer, der hvert bestar af en egenvzerdi A og en tilhgrende egenvektor ¢;

Vi retunerer atter
Vi lader
q;(t) = Aj cos(w;t — 6))

Dette giver os at

(2.8)

x(©) = )" $0;(0) = Pa(©)
=1

q1(t)
Hvorg(t) =|

4 (0)
Dvs. for at finde Igsningen pa et udeempet MDOF system skal man finde egenvaerdier vha. formel 2.6 og derefter finde egen vektorerne ¢. Vha formel 2.4 S& kan du indseette i 2.8 og s har
du en generel Igsning. Udfra denne kan du sa finde 6; og A; udfra initial values.

Vi ser at vores flytningsrespons i virkeligheden bare er en linear kombination af vores egenvektorer. ® er vores egensviningsformer.

Energi betragtninger

Vived at
1 (2.9a)
Epor = =xTK.
pot =3 x"Kx
1 2.9b
Ekin = EXTMX ( )

Observation 2.1: For vores system gaelder det, at

- Hvisx = 0, sé er Epo, = 0 0g Ey;p, = max
- Hvisx = 0,sd er Ey;n, = 0 0g Epor = max



Vi noterer at,

1 1 o1
Epor =5 (P)"KPq(t) = 59(OT®TKPq(D) = ) 54 HOIH Y

=
Og

n

1
Eiin = Z S A0 ¢] MY,

j=1

Sa for j = 1 far vi hvor meget den fgrste egensvingningsform bidrager med de forskellige energier osv., for j=2 far vi meget den anden osv..

3.1 Visse systemkarakteristika

Seetning 3.1 (Maxwell-Betti):
Betragt et LTl-system med n frihedsgrader i to forskellige statiske realisinger. (Vi betragter egentlig bare det samme system med 2 forskellige laster der virker). | en statisk konfiguration har vi

1 Kx® =
2. Kx® = F@

Sa geelder det at

A5 @ gy ®

Folgeseetning 3.1
K=K',M=M"

Bevis (for K)

Seetning 3.2 (Rang nulitet)

Lad A e R™™, sa geelder det at

n =rang(4) + nulitet(4),

Hvor nulitet(A) = dim(null(A))
Lad a € null(A), séledes

Aa=0

Fglgeseetning 3.2

Det geelder for M € R™™, at rang(M) = n
Betyder at nulitet(M) = 0

Fglgesaetning 3.3
Det geelder for K € R™™ at

- Rang(K) = #lineart uafhzengige elastiske bevaegelsesformer (E,,; > 0)
- Nulitet(K) = # lineaert uafhangige stiftlegemebevaegelserformer

h,

EKSEMPLER!!
Eksempel 3.1
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a mz] og M = —k; k2

Vi ser

Rang(M)=rang(K)=2. Her kan systemet altsa ikke bevaege sig som det stift legeme

Eksempel 3.2
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DER ER RESONANS | ET MDOF SYSTEM HVIS BLOT () matcher en w,,. For hele systemet

En af egensviningerkonfigurationerne har resonans. Sa hele systemet gar i resonans.
Husk at w, ikke hgrer til dof1 osv.



