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Introduktion til egensvingning af MDOF-system1.

Definition 1.1: Et MDOF-system er et rummeligt diskret system med 𝑛 𝜖 ℕவଵ DOF.

Modelleringsteknikker/-metoder til at håndtere et MDOF system
Formålet er et at diskretisere det oprindelige kontinum ved brug af 𝑛 frihedsgrader. (det oprindelige kontinum betyder virkeligheden, vi ønsker at "simplificere" dette med 𝑛 frihedsgrader)

Det kan gøres på et par forskellige måder. Diskretisering kan foregå via:
Brug af simple mekaniske komponenter (f.eks. Som en fjeder, en rotationsfjeder, dæmpningsmekanisker og punktmasser) <- Dette er fokus i indeværende kursus.-
Element metoden (FEM) (gør vi ikke)-

Ved brug af de simple mekaniske komponenter fås nedenstående 

Så nu bliver vores bevægelsesligning, til et bevægelsesligningssystem. Vores flytning er givet ved

𝑥(𝑡) = ൦

𝑥ଵ(𝑡)

𝑥ଶ(𝑡)
⋮

𝑥(𝑡)

൪

Og bevægelsesligningsystemet kan skrives som

𝑀�̈�(𝑡) + 𝐶�̇�(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡) = 0

Hvor 𝑀 er vores massematrice, C er vores dæmpningsmatrice og K er vores stivhedsmatrice. Disse er kvadratiske, vi har altså

𝑀, 𝐶, 𝐾 𝜖ℝ·

Eksempel 1.1: MDOF system med 2 frihedsgrader

Her ses vores system. Vores 2 frihedsgrader er den horizontal flytning af de 2 punktmasser.

Vi fritskærer her masserne og opstiller de tilhørende fritlegemediagrammer. Vi tegner alle pilene i positiv retning, for at gå slavisk til værks. (Vi ganger med den relative flytning. Det punkt 
man står i, er altid den sidste, så f.eks. For k1 er flytningen ved væggen 0, og flytningen ved "m1" er x1)
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Vi bruger newtons anden lov på hver masse

Masse 1:
𝑚ଵ�̈�ଵ = 𝑐ଶ(�̇�ଶ − �̇�ଵ) − 𝑐ଵ�̇�ଵ + 𝑘ଶ(𝑥ଶ − 𝑥ଵ) − 𝑘ଵ𝑥ଵ

Vi omskriver
𝑚ଵ�̈�ଵ = −(𝑐ଵ + 𝑐ଶ)𝑥ଵ̇ + 𝑐ଶ�̇�ଶ − (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥ଵ + 𝑘ଶ𝑥ଶ

Yderligere (trækker alt på samme side)
𝑚ଵ�̈�ଵ + (𝑐ଵ + 𝑐ଶ)�̇�ଵ − 𝑐ଶ�̇�ଶ + (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥ଵ − 𝑘ଶ𝑥ଶ = 0

Masse 2:
𝑚ଶ�̈�ଶ = −𝑐ଶ(�̇�ଶ − �̇�ଵ) − 𝑘ଶ(𝑥ଶ − 𝑥ଵ)

Trækker alt over
𝑚ଶ�̈�ଶ + 𝑐ଶ(�̇�ଶ − �̇�ଵ) + 𝑘ଶ(𝑥ଶ − 𝑥ଵ) = 0

Nu samler vi det til et samlet system med en massematrice, dæmpningsmatrice og stivhedsmatrice

Vi får


𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

൨ 
�̈�ଵ

�̈�ଶ
൨ + 

𝑐ଵ + 𝑐ଶ −𝑐ଶ

−𝑐ଶ 𝑐ଶ
൨ 

�̇�ଵ

�̇�ଶ
൨ + 

𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ
൨ ቂ

𝑥ଵ

𝑥ଶ
ቃ = ቂ

0
0

ቃ

Her har vi vores bevægelsligningssystem for vores 2DOF system

Vi har 𝑀 = 
𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

൨ , 𝐶 = 
𝑐ଵ + 𝑐ଶ −𝑐ଶ

−𝑐ଶ 𝑐ଶ
൨ 𝑜𝑔 𝐾 = 

𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ
൨

Vi ser vores ligninger er koblet igennem stivheds og dæmpningsmatricerne (Begge frihedsgrader indgår i begge differentialligninger)

Observation 1.1:
For alle 3 matricer ser vi at de er symmetriske (altså at 𝑀 = 𝑀் , 𝐶 = 𝐶் , 𝐾 = 𝐾்)

Udæmpede egensvningen2.

Vi antager at dæmpningsmatricen 𝐶 er lig nul. Vi har altså ikke noget dæmpning i system. Det medfører vores bevægelseligningssystem kommer til at se således ud:

𝑀�̈�(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡) = 0 2.1

Løsningen til (2.1) er 

𝑥(𝑡) = 𝜙𝑎𝑒ఠ௧ 2.2

Hvor 𝑎 𝜖 ℂ, 𝜔 𝜖 ℝஹ 𝑜𝑔 𝜙 𝜖 ℝ

Indsættelse af (2.2) i (2.1) yder

(𝑀(𝑖𝜔)ଶ + 𝐾)𝜙𝑎𝑒ఠ௧ = 0
Omskrevet

(𝐾 − 𝜔ଶ𝑀)𝜙𝑎𝑒ఠ௧ = 0
Vi ved, at 𝑒ఠ௧ ≠ 0 og vi antager 𝑎 ≠ 0, hvorved vi får

(𝐾 − 𝜔ଶ𝑀)𝜙 = 0 ( 2.3)

Vi introducerer at 𝜆 = 𝜔ଶ og får

(𝐾 − 𝜆𝑀)𝜙 = 0 (2.4)

2.4 Er et generaliseret egenværdiproblem. Såfrem 𝑀 ikke er er singulær, følger det, at 

(𝑀ିଵ𝐾 − 𝜆𝐼)𝜙 = 0 (2.5)

(I jurgens fag skrev vi typisk 𝑀ିଵ𝐾 som 𝐴). Vi ser dette er et egenværdi problem! Hvor 𝜆 er egenværdi og 𝜙 er vores egenvektor

Vi betragter 2.4 og påtvinger betingelsen, at determinanten af matricen 

|K − λM| = 0 (2.6) 

(2.6) (hvilket gøres for at undgå den trivielle løsning 𝜙 = 0). Desuden sikrer vi os at denne matrice er singulær. Denne betingelse yder egenværdierne



0 ≤ 𝜆ଵ ≤ 𝜆ଶ ≤ 𝜆ଷ … ≤ 𝜆

(Den første egenværdi er den mindste egenværdi). Husk desuden at vi definerede 𝜆 = 𝜔ଶ

Tilhørende de 𝑛 egenværdier får vi egenvektorerene 𝜙 for 𝑗 = 1, . . , 𝑛 (altså at hver egenværdi har en egenvektor)

Vi introducerer nu 2 definitioner.

Definition 2.1: Spektralmatricen er givet ved 

Λ = 

𝜆ଵ 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆

 = 

𝜔ଵ
ଶ 0 0

0 ⋱ 0
0 0 𝜔

ଶ


Definition 2.2: Modalmatricen er givet ved 

Φ = [𝜙ଵ, 𝜙ଶ, 𝜙ଷ … 𝜙]
Modalmatricen er egentlig bare en matrice med egenvektorer som kolloner

Vi retunerer til ligning (2.2). Vi ser nu altså

𝑥(𝑡) = 𝜙𝑎𝑒ఠ௧ =  𝜙൫𝑎ଵ𝑒ఠೕ௧ + 𝑎ଶ𝑗𝑒ିఠೕ௧൯



ୀଵ

Hvilket kan skrives som (vha eulers formel)

𝑥(𝑡) =  𝜙𝐴 cos(𝜔𝑡 − 𝜃)



ୀଵ

(2.7)

Definition 2.3:
Et system med 𝑛 DOF har 𝑛 egensvingningskonfigurationer, der hvert består af en egenværdi 𝜆 og en tilhørende egenvektor 𝜙

Vi retunerer atter

Vi lader 

𝑞(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡 − 𝜃)

Dette giver os at

𝑥(𝑡) =  𝜙𝑞(𝑡)



ୀଵ

= Φ𝑞(𝑡)
(2.8)

Hvor 𝑞(𝑡) = 
𝑞ଵ(𝑡)

⋮
𝑞(𝑡)

൩

Dvs. for at finde løsningen på et udæmpet MDOF system skal man finde egenværdier vha. formel 2.6 og derefter finde egen vektorerne 𝜙. Vha formel 2.4 Så kan du indsætte i 2.8 og så har 
du en generel løsning. Udfra denne kan du så finde 𝜃 𝑜𝑔 𝐴 udfra initial values.

Vi ser at vores flytningsrespons i virkeligheden bare er en linear kombination af vores egenvektorer. Φ er vores egensviningsformer.

Energi betragtninger

Vi ved at

𝐸௧ =
1

2
𝑥்𝐾𝑥

(2.9a)

𝐸 =
1

2
�̇�்𝑀�̇�

(2.9b)

Observation 2.1: For vores system gælder det, at 

Hvis 𝑥 = 0, så er 𝐸௧ = 0 og 𝐸 = 𝑚𝑎𝑥-
Hvis �̇� = 0, så er 𝐸 = 0 og 𝐸௧ = 𝑚𝑎𝑥-



Vi noterer at,

𝐸௧ =
1

2
(Φ𝑞)்𝐾Φ𝑞(𝑡) =

1

2
𝑞(𝑡)்ΦKΦq(t) = 

1

2
𝑞

ଶ(𝑡)𝜙
்𝐾𝜙



ୀଵ

Og

𝐸 = 
1

2
�̇�

ଶ(𝑡)



ୀଵ

𝜙
்𝑀𝜙

Så for 𝑗 = 1 får vi hvor meget den første egensvingningsform bidrager med de forskellige energier osv., for j=2 får vi meget den anden osv..

3.1 Visse systemkarakteristika
Sætning 3.1 (Maxwell-Betti):

Betragt et LTI-system med 𝑛 frihedsgrader i to forskellige statiske realisinger. (Vi betragter egentlig bare det samme system med 2 forskellige laster der virker). I en statisk konfiguration har vi

𝐾𝑥(ଵ) = 𝐹(ଵ)1.
𝐾𝑥(ଶ) = 𝐹(ଶ)2.

Så gælder det at 

൫𝐹(ଵ)൯
்

𝑥(ଶ) = ൫𝐹(ଶ)൯
்

𝑥(ଵ)

Følgesætning 3.1

𝐾 = 𝐾் , 𝑀 = 𝑀்

Bevis (for 𝐾)

Sætning 3.2 (Rang nulitet)

Lad 𝐴 𝜖 ℝ·, så gælder det at 

𝑛 = 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴) + 𝑛𝑢𝑙𝑖𝑡𝑒𝑡(𝐴),

Hvor 𝑛𝑢𝑙𝑖𝑡𝑒𝑡(𝐴) = dim(𝑛𝑢𝑙𝑙(𝐴))

Lad 𝑎 𝜖 𝑛𝑢𝑙𝑙(𝐴), således

𝐴𝑎 = 0

Følgesætning 3.2

Det gælder for 𝑀 𝜖 ℝ·, at 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑀) = 𝑛

Betyder at 𝑛𝑢𝑙𝑖𝑡𝑒𝑡(𝑀) = 0

Følgesætning 3.3
Det gælder for 𝐾 𝜖 𝑅· at 

Rang(K) = #lineart uafhængige elastiske bevægelsesformer (𝐸௧ > 0)-
Nulitet(K) = # lineært uafhængige stiftlegemebevægelserformer -

EKSEMPLER!!
Eksempel 3.1

Vi har 

𝑀 = 
𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

൨ og 𝑀 = 
𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ
൨

Vi ser 

Rang(M)=rang(K)=2. Her kan systemet altså ikke bevæge sig som det stift legeme

Eksempel 3.2



DER ER RESONANS I ET MDOF SYSTEM HVIS BLOT Ω matcher en 𝜔. For hele systemet

En af egensviningerkonfigurationerne har resonans. Så hele systemet går i resonans.
Husk at 𝜔ଵ ikke hører til dof1 osv.


