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Repition1.
I lektion 6 kiggede vi på egensvingning af MDOF-systemer uden dæmpning (C=0)

Sådan et system ser således ud

Bevægelseslignings systemet kan skrives som:

𝑀𝑥̈(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡) = 0

Med vores massematrice og stivhedsmatrice.

Der er visse system karakteristika for systemet ovenfor.

For alle 3 matricer ser vi at de er symmetriske (altså at 𝑀 = 𝑀் , 𝐶 = 𝐶் , 𝐾 = 𝐾்)-
Rangen af massematricen er 𝑛. Altså at 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑀) = 𝑛 ⇔ 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑒𝑡(𝑀) = 0

Massen skal altid flyttes○
Ligegyldigt hvorledes mit system bevæges aktiveres massen○

-

Rang(K) = antal af lineært uafhængig elastiske bevæglsesformer-
Nullitet(K) = n - rang(K) = linæert uafhængige stiftlegemebevægelse (en stiftlegemebevægelse betyder at alle punkter i et legemet bevæger sig ligemeget, legemet bøjer ikke, trækker sig 
sammen osv. Det bevæger sig som et stift legem)

-

EksempelÊ1.1.:ÊRangÊafÊmatricerÊifhÊtilÊbevægelse

LøsningenÊtilÊbevægelsessystemÊfraÊopgaveÊ1.1Êer

𝑥(𝑡) = 𝜙𝑎௜ఠ௧ 1.2

Indsættelse i bevægelsesligningen for systemet yder

(𝐾 − 𝜔ଶ𝑀)𝜙 = 0

Vi introducerer og lader 𝜆 = 𝜔ଶ, så

(𝐾 − 𝜆𝑀)𝜙 = 0 (1.3)

Noter fra timen
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Dette er et egenværdi problem. 𝜙 er vores egenvektor og 𝜆 er en egenvektor

Vi påtvinger betingelsen til 1.3

|𝐾 − 𝜆𝑀| = 0 (1.4)

For at undgå nulløsningen 𝜙 = 0

Ud af betingelse 1.4 får vi 0 ≤ 𝜆ଵ ≤ 𝜆ଶ ≤ 𝜆ଷ ≤ 𝜆ସ…… ≤ 𝜆௡ (𝑠𝑘𝑎𝑙 𝑣𝑖 𝑏𝑟𝑢𝑔𝑒 𝑡𝑖𝑙 𝑜𝑝𝑔 7.3)

⇒ 0 ≤ 𝜔ଵ ≤ 𝜔ଶ ≤ ⋯ ≤ 𝜔௡

Et system med 𝑛 frihedsgrader har altså 𝑛 egenværdier og dermed 𝑛 egenfrekvenser

Til hver egenværdi 𝜆௝ følger en egenvector, 𝜙௝ ∈ ℝ௡

Vi samler vores egenværdier i vores spektral matrice:

Λ = ൥
𝜆ଵ 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆௡

൩
(1.5)

Med Λ ∈ ℝ௡×௡

Vi samler vores egenvektorer i modalmatricen

Φ = [𝜙ଵ, 𝜙ଶ…𝜙௝] (1.6)

Med Φ ∈ ℝ௡×௡

Modalmatricen er altså en matrice med egenvektorer som kolloner

Vi returnerer til løsningen (1.2)

Modalmatricen er egentlig bare en matrice med egenvektorer som kolloner

𝑥(𝑡) = 𝜙𝑎𝑒௜ఠ௧ = ෍𝜙௝൫𝑎ଵ௝𝑒
௜ఠೕ௧ + 𝑎ଶ𝑗𝑒

ି௜ఠೕ௧൯

௡

௝ୀଵ

Hvilket kan skrives som (vha eulers formel)

𝑥(𝑡) = ෍𝜙௝𝐴௝ cos(𝜔௝𝑡 − 𝜃௝)

௡

௝ୀଵ

= ෍𝜙௝(𝐴ଵ௝ cos൫𝜔௝𝑡൯+ 𝐴ଶ௝ sin(𝜔௝𝑡))

௡

௝ୀଵ

Så har vi 𝑛 frihedsgrader, har vi 𝑛 egenvektroer osv.

Hvis vi lader 𝑞௝(𝑡) = 𝐴௝ cos(𝜔௝𝑡 − 𝜙௝) , således kan får vi

Dette giver os at

𝑥(𝑡) = ෍𝜙௝𝑞௝(𝑡)

௡

௝ୀଵ

= Φ𝑞(𝑡)
(1.7)

Hvor 𝑞(𝑡) = ൥
𝑞ଵ(𝑡)
⋮

𝑞௡(𝑡)
൩

Det fysiske perpektiv: 
Alt hvad der sker i fri-svingning er blot en sum up over hvad der sker i de 𝑛 egensvingningsformer. Det er altså en lineær kombination af vores egensvingningsformer. 𝜙௝ er en egensvingnignsform

EksempelÊ1.2:ÊenergiÊbetragtningerÊ(fraÊsidsteÊtime)



Vi vil gerne bevise at den første egensvingningsform er hurtigere end den anden. Dvs. 𝜔ଶ > 𝜔ଵ

Vi betragter den potentielle energi.

YderligereÊsystemkaraktistika2.

SætningÊ2.1

For alle 𝑗 ∈ [1, 𝑛], gælder det at 𝜙௝ ∈

Bevis: Opgave 7.3

DenÊModaleÊmassematriceÊogÊdenÊmodaleÊstivhedsmatrice

Definition 2.1: Den modale massematrice og den modale stivhedsmatrice er givet som:

𝑀෩ = Φ்𝑀Φ (2.1a)

Og 

𝐾෩ = Φ்𝐾Φ (2.1b)

Det gælder for begge at 𝑀෩ ∈ ℝ୬×୬ og 𝐾෩ ∈ ℝ୬×୬

Bevis definition 2.1
Sætning 2.2: Lad 𝑚෥௝௝ (og henholdsvis 𝑘෨௝௝) være det j'te diagonalkomponent i 𝑀෩ (og henholdsvis 𝐾෩). Så gælder det at 

𝜙௝
்𝑀𝜙௜ = ቊ

0, 𝑖 ≠ 𝑗
𝑚෥௝௝ , 𝑖 = 𝑗

Og

𝜙௝
்𝐾𝜙௜ = ൝

0, 𝑖 ≠ 𝑗

𝑘෨௝௝ , 𝑖 = 𝑗

Bevis:

Vi har

𝐾𝜙௜ = 𝜔௜
ଶ𝑀𝜙௜ (2.2a)

Og
ଶ



𝐾𝜙௝ = 𝜔௝
ଶ𝑀𝜙௝ (2.2b)

Vi pre-multiplicerer (2.2a) med 𝜙௝
் og (2.2b) med 𝜙௜

் hvorved

𝜙௝
்𝐾𝜙௜ = 𝜔௜

ଶ𝜙௝
்𝑀𝜙௜ (2.3a)

Og

𝜙௜
்𝐾𝜙௝ = 𝜔௝

ଶ𝜙௜
்𝑀𝜙௝ (2.3b)

Vi transponerer (2.3b) hvorved

𝜙௝
்𝐾𝜙௜ = 𝜔௝

ଶ𝜙௝
்𝑀𝜙௜ (2.4)

Vi trækker (2.4) fra (2.3a) hvorved

0 = (𝜔௜
ଶ − 𝜔௝

ଶ)𝜙௝
்𝑀𝜙௜

Da det skal gælde i alle tilfælde, kan det inde i parantesen ikke give 0. Vi ser at 

𝜙௝
்𝑀𝜙௜ = 0 for 𝑖 ≠ 𝑗

Kigger vi på eksempelvis 2.3a, så ser vi

𝜙௝
்𝐾𝜙௜ = 0 for 𝑖 ≠ 𝑗

Bevis slut.

Udfra beviset har vi altså nu at

𝑀෩ = ቎

𝑚෥ଵଵ 0 0
0 𝑚෥ଶଶ 0
0 0 𝑚෥௝௝

቏

Og

𝐾෩ = ൦

𝑘෨ଵଵ 0 0

0 𝑘෨ଶଶ 0

0 0 𝑘෨௝௝

൪

DefinitionÊ2.2:Ê
Egenvektorerne 𝜙௝ ∈ 𝑅௡, er massenormaliserede såfremt 𝑀෩ = 𝐼

FølgesætningÊ2.1:
Hvis vi har massenormialiserede egenvektorer (altså 𝑀෩ = 𝐼), så gælder det at 𝐾෩ = Λ

ImplementeringÊafÊdæmpning
Bevægelsesligningen bliver så

𝑀𝑥̈(𝑡) + 𝐶𝑥̇(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡) = 0 (3.1)

Definition 3.1: Den modale dæmpningsmatrice er givet som

𝐶ሚ = Φ்𝐶Φ (3.2)

DefinitionÊ2.2:ÊDæmpning er klassisk, såfremt 𝐶ሚ er diagonal.

SætningÊ3.1:Ê(relaterer sig til den frivillige opgave)
En tiltrækkelig betingelse for at 𝐶ሚ er diagonal at. Fuck det.


