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1. Introduktion til tvungen svingning af LTI-MDOF system

Vi betragter et LTI-MDOF system med n DOF, der tilfgres lasterne F(t) =

En skitse af sddan et system kunne eksempelvis se saledes ud:
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Systemet har bevaegelsesligningssystemet:

Fi(t)
F(t) €R"

F3"(.f)

‘Mﬁé(t) + Cx(t) + Kx(t) = F(t)‘ (1.1) ‘

Lgsningen til (1.1) er givet ved en superposition af den homogene del og den partikulaere del

‘x(t) = xp(t) + x, (1) ‘(1‘2) ‘

Hvor x;, er den homogene Igsning, og x,, er den partiukaere Igsning

Metoder til Igsning af (1.1)
- Modaldekobling (bade x;, og x,)
- Duhamelsintegrale (kun bestemmelse af x;,)
- Fouriertransformation (typisk kun til x,,)

- Tidsintegration (kommer vi til naeste gang) (bdde x;, og x,, - dog i diskret tid)

Bemaerkning 1.1

- Vores modaldekoblingsformulering hviler pa antagelsen om en klassisk deempning

- De andre listede Igsningsmetoder hvilker ikke pa de antagelser.

2. Modaldekobling som Igsningsprocedure
Lgsning af det generelle problem
Vi husker modaltransformationen

x(0) = dq(0)] (2)

Hvor vores modalmatrice er ® € R™ " og q(t) € R" er en vektor der indeholder vores modalkoordinater. Modal henviser til

egensvingningskonfigurationer.

Vi indsaetter (2.1) i (1.1) og premultiplicerer med ®T

OTMDG(L) + PTCPG(t) + PTKDq(t) = ®TF(t)

Vi ser vi har vores modale masse, stivheds og deempningsmatricer

Mg@) + C4@) + Kq(t) = ©TF(t)

Vi kigger pa hgjre siden og lader

Ft)=o"F(t) = ¢z

Hermed far vi

o1

¢

F(t) = E(t)

() + Ca(®) + Rq(®) = F()

Bemaerkninger og
definitioner



Vi antager klassisk deempnings, saledes

ve [Lnl: iy (0) + 8000 + kg, = o |23 |

Hvor indeks j indikerer den j'te egensvingnignsform
Vi lgser 2.3 for den homogene, og den partikulaere, sette dem sammen, og sa transformere tilbage. Lgsningen til (2.3) er
q;() = qn; () + qp,
Nér vi har alle q; samler vi dem i vores vektor q(t) og retunerer til (2.1)
Implementering af begyndelsesbetingelser
Vi har af (2.1) at
xg = @qq
Og
X = Pqo

Hvoraf vi far

go = P x, | (2.42)
do = 1y | (2.4b)

Og

Vi antager at vores egenvektorer er massenormaliserede, hvorved

M=0TMd =1
Hermed kan vi skrive

o1 ="M
Sa i tilfelde af massenormaliserede egenvetkroer, sa har vi

‘ Qo = c])TMxO ‘ (2.5a) - Massenormaliserede egenvektorer‘

Og

‘ Go = Q)TMja ‘ (2.5a) - Massenormaliserede egenvektorer‘

Sa vores prodedure for Igsning
- Antag klassisk deempning
- Dekobel (1.1) vha. (2.1)
- Lgs (2.3) for den homomgene del for alle j via begyndelsesbetingelser (2.4 el 2.5) (Procedure er den samme som for SDOF)
- Nar vi har den homogene, finder vi ogsa den partikulaere for alle j (Procedure er den samme som for SDOF)
- Indszette alle vores q;(t) i vores vektor q(t)
- Ga tilbage til ikke modale koordinater vha. (2.1)

Modaltrunkering
Vilader S < {1,2,...n} (altsa vi lader S veere en delmaengde af vores samlede frihedsgrader, saledes

x(©) = ) pa O = ) 40,
j=1
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3. Fouriertransformation som Igsningsprocedure
Lad w € R.q oglad

X(w) = B(t}p) = ffomx(t)e‘i“’tdt

Dog da der ikke sker noget fgr 0, kan vi sige

X(w) = J-oox(t)e‘i“’tdt
0

3.1) ‘

Hvor X (w) er vores flytningsvektor i frekvensdomaenet

Af (3.1) far vi
X(w) = A(tlp) = fm;'c(t)e“'“'fdt = [x(t)e“"‘”];c - fmx(t)(—iw)e_i“”dt = [x(t)e"“"]z0 +iw J.oox(t)e"""tdt
0 0 0

Vi ser den sidste del er lig vores flytningsvektor i frekvensdomaenet, og far

‘X(w) = —xy + iwX(w) ‘(3-2) ‘

Vi forstaetter, for nu at finde accelerationsvektor
X(w) = A(thp) = f #(t)e wtdt = [J’c(t)e‘“‘"]o + iwf x(De~@tdt = —x + iwfxo + iwX(w))
0 0

Sa vi ender med

(@) = —%o — iwxy — 0?*X(w) | (3|

Vores kraft i frekvensdomaenet er blot fourier transformationen af den eksterne last (fourier transformationen med hensyn til w)

F(w) = () 34|

Hvoraf fas (1.1) i frekvensdomaenet som

‘ My — iwxy — 02X (@Y C(—x + iwX (w)) + KX (w) = F(w) ‘ (3.5) ‘

Vilader xo = %y = 0, sa finder vi den partikulaere Igsning, hvormed

[(~Mw? + Ciw + K)X (@) = F(w) 36) |
Her betegnes (—Mw? + Ciw + K) den dynamiske stivhedsmatrice

Lad
H(w) = (-Mw? + Ciw + K)™*

Alternativt kan det skrives

H(w) = k — mw? cwi
= k= mw?)? + 2w? (k- mw?)? + 2a?
Heraf bliver
1
[H(w)| =

V (k —mw?)? + c2w?



Ydermere har vi argumentet

arg{(w)¥F arctan (— c—w)

k — mw?
(Det er fasevinklen)

I tilfeelde af at w = Q, s& har vi (0G KUN VED HARMONISKE LASTER) (du ved ndr vi har F(t) = F, cos(Qt — y)
|H(Q)| = FE (se lection 4 for B) (Her menes absolut vardi ikke
0

determinanten )

Og
Carg((F -y = -y
RET SIKKER PA EN HER FORMEL FAKTISK SKAL V/ARE
=>arg(H(Q) - Fp) = -y = —¢

Mere generelt har vi

X(@) = H@F(@) |67 |

Hvor H(w) er den dynamiske fleksibilitets matrice. Mere generelt betegnes H (w) for frekvensresponsmatricen

Hi1(@) .. Hipp(w)
Vi har H(w) = : :
Hnl(w) Hnn(w)

Hvor H;j(w) er en frekvensresponsfunktion
Eksempel 3.1
Ladn = 1 hvormed

1 B 1 _k—mw? —ciw 1
—mw? +ciw+k  k—mw?+ciw k—mw?—ciw k—mw?+ ciw

H(w) =

Han udleder et algebraisk helvede pa tavlen, kommer frem til at
1
V(k —mw?)? + c2w?

Vi husker, at for et SDOF-system, der belastet med F(t) = F, cos(Qt) far vi

[H()| =

x,(t) = B cos(Qt — )
Fo

Med B = W
Slut

Observation 3.1

Vi ser at H;j(w) er lig flytningsresponset (i frekvensdomaenet) i DOF i induceret af en harmonisk last med amplitude 1 og frekvens omega i DOF j

Det er veerde at bemaerke, at fourier transformationen IKKE afhaenger af klasisk deempning

Vi kan omskrive vores frekvensresponsmatrice

H(w) = (4T Mo~ w? +T)Co~tio +c1(T')1Rc1>-1)1
Bliver til
H(w) = ®{Mw? + Ciw + IA(’}CDT

Og hvis vi har klasiisk d@mpning, sa fas

n
H(w :Z
@) = 2+c”lw+k”

Sa vi far under antagelse af klasiisk deempning, at

n

T
X(@) —Z#F(w)

fiw? + Gjiw + kjj

Hvilket kan skrives videre som
n

x5 4B

w2 + & ki
= Mw? + §jjlw + kjj

Fj(w)
—fw?+¢jjiw+k;;

Ved at lade Q;(w) =

Sa far vi altsa



@) =S
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